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Geh. Reg.-Rat Prof. Dr. Killing. 



§.1. 

Drei koDineare Strahlenbündel D, D^ und Dg, die v^eder kon- 
zentrisch noch perspektiv noch in einer Bündelreihe liegen, er- 
zeugen eine Fläche dritter Ordnung, in deren Punkten sich je drei 
homologe Ebenen der BQndel schneiden. Fallen die Scheitel D^ 
und D2 zusammen, so hat die kubische Fläche F^ im Punkte D^ 
einen Knotenpunkt. ^) Der Bündel D^ ist dann zweimal auf D 
kollinear bezogen, D und Dj stehen also in einer quadratischen 
Beziehung oder einer geometrischen Verwandtschaft zweiten Grades 
zueinander;^) jedem Strahle pi von D^ entsprechen zwei homologe 
Strahlen p und p' von D und folglich auch ihre Verbindungs- 
ebene n ; jeder Ebene n von D sind umgekehrt zwei Ebenen von 
Dl und folglich auch ihre Schnittlinie p^ zugeordnet. Wenn pj 
eine Ebene 71^ durchläuft^ so beschreibt n einen zu n^ projektiven 
Ebenenbüschel zweiter Ordnung; denn p und p' beschreiben zwei 
projektive Strahlenbündel erster Ordnung» welche einen Ebenen- 
büschel zweiter Ordnung erzeugen. Dreht sich aber n um einen 
in ihr liegenden Strahl p von D, so beschreibt p^ einen Kegel 
zweiter Ordnung. 

Die angedeutete Beziehung zwischen den beiden Strahlen- 
bündeln soll uns dazu dienen, die verschiedenen Formen der kubischen 
Flächen mit Doppelpunkten auf synthetischem Wege aufzufinden; 
die Arten dieser Verwandtschaft ergeben zugleich die Einteilung 
der Flächen dritter Ordnung nach der Zahl und der Art ihrer 
Doppelpunkte. Außerdem wollen wir die Untersuchungen Cremo- 
nas^) über die Geraden der kubischen Fläche mit einem gewöhn- 



*) Th. Reye, die Geometrie der Lage. Leipzig 1892, 3. Aufl. III. 
S. 53, 62. 

'^) Über die geometrischen Verwandtschaften 2. Grades vergl. 1. c. 
II. S. 236 und Reye, Geometrische Verwandtschaften 2. Grades, Zeitschr. 
für iMath. und Phys. XI 1866, S. 280-310. 

^) Cremona, Teoremi stereometrici dal quali si deducono le proprietä 
del Esagramma di Pascal, Memorie della R. Acead. dei Lincei, 1876—77. 
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liehen Doppelpunkte, soweit das Oberhaupt möglich ist, auch auf 
die übrigen kubischen Flächen mit einem oder mehreren Knoten- 
punkten anwenden. Flächen mit imaginären Geraden und Doppel- 
punkten seien jedoch von der Untersuchung ausgeschlossen. 

Die Anregung zu dieser Arbeit gab eine Bemerkung Reyes 
in der oben angeführten Abhandlung in der Zeitschrift für Math, 
und Phys. über das Erzeugnis quadratisch verwandter Strahlen- 
bündel (1. c. S. 309). 

An dieser Stelle möchte ich auch noch die angenehme Pflicht 
erfüllen, Herrn Geh. Reg.-Rat Prof. Dr. Killing für die mir bei 
dieser Arbeit gegebenen Ratschläge meinen innigsten Dank aus- 
zusprechen. 

Eine Einteilung der Flächen dritter Ordnung nach der Zahl 
der Doppelpunkte und der Realität der Geraden findet sich in 
Sturms synthetischen Untersuchungen über Flächen dritter Ord- 
nung. Eine andere Einteilung gibt F. Klein in der Abhandlung: 
über Flächen dritter Ordnung, Math. Annalen (VI 1873 S. 551— 581); 
er leitet die verschiedenen Formen durch Auflösung der Doppel- 
punkte einer kubischen Fläche mit vier Knoten ab. 

Eine vollständige Einteilung auf analytischer Grundlage nach 
der Art und der Zahl der Doppelpunkte findet sich bei Salmon- 
Fiedler, Analytische Geometrie des Raumes 3. Aufl. Leipzig 1880* 
II. S. 370 ff. 

Die Untersuchung der Flächen dritter Ordnung mit Doppel- 
punkten mit Hülfe quadratisch verwandter Strahlenbündel liefert 
uns also eine Methode, bisher schon auf analytischem und zum 
Teil auch auf synthetischem Wege Aufgefundenes auf eine neue 
Weise herzuleiten; das gilt besonders von der Form und der Zahl 
der Doppelpunkte. 

Die von Cremona entdeckten Beziehungen (1. c.) der Figur 
der Geraden einer kubischen Fläche mit einem gewöhnlichen Doppel- 
punkte zur vollständigen Figur eines Pascalschen Sechsecks werden 
mit der Zunahme der Zahl der Doppelpunkte einfacher und treten 
schließlich ganz zurück gegenüber anderen Eigenschaften. 

Bevor wir an die Untersuchung der einzelnen Flächen selbst 
gehen, ist es notwendig, einige Sätze über quadratisch verwandte 
Strahlenbündel vorauszuschicken, die sich leicht aus bekannten 
Sätzen über geometrische Verwandtschaften zweiten Grades ergeben. 

Der Bündel D ist durch die doppelte kollineare Beziehung 
auf Dl auch kollinear auf sich selbst bezogen; jedem seiner Ele- 
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mente entspricht ein anderes von ihm. Wenn nun zwei ent- 
sprechende Elemente zusammenfallen, so bilden diese und die 
ihnen im andern Bündel zugeordneten eine Ausnahme von der 
Regel, wonach jedem Element des einen Bundeis nur ein Element 
des andern zugeordnet ist. Solche Ebenen und Strahlen 
hei&en Hauptebenen und Hauptstrahlen und für sie gilt folgen- 
der Satz: 

Der Strahlenbündel D^ besitzt ebenso viele reelle Hauptebenen 
wie Hauptstrahlen, und zwar mindestens eine und höchstens drei; 
genau ebenso viele wie D| besitzt auch D, weil jeder Hauptebene 
des einen Bündels eine Hauptebene des andern entspricht. Die 
Verbindungsebene von zwei Hauptstrahlen ist eine Hauptebene 
und die Schnittlinie von zwei Hauptebenen ein Hauptstrahl. (Reye, 
Geometrie der Lage II S. 239.) 

Jedem Strahle einer Hauptebene entspricht die zugeordnete 
Hauptebene, jedem Hauptstrahl der zugeordnete Hauptstrahl. 

Einer beliebigen Ebene a^ von D, entspricht in D ein Kegel 
zweiter Klasse, der auch von den Hauptebenen von D berührt 
wird, denn a^ schneidet die Hauptebenen von Di in Strahlen, denen 
die homologen Hauptebenen von D zugeordnet sind ; umgekehrt 
enthält jeder Kegel zweiter Ordnung von D^, der einem Ebenen- 
büschel erster von D zugeordnet ist, die Hauptstrahlen von D^. 

Wenn die Ebene a^ durch einen Hauptstrahl u^ von Dj geht, so zer- 
fällt der zugeordnete Ebenenbüschel zweiter Ordnung in zwei Ebenen- 
büschel erster Ordnung; die Achse des einen ist der Hauptstrahl 
u, der zu u^ homolog ist, die des andern liegt in der u gegenüber- 
liegenden Hauptebene (f von D. 

Ebenso erhalten wir für einen Ebenenbüschel, dessen Achse 
a in einer Hauptebene q) von D liegt, in D^ ein Ebenenpaar, dessen 
eine Ebene die der Ebene </ zugeordnete Hauptebene (fi von D^ 
ist, und dessen andere Ebene durch den (p^ gegenüberliegenden 
Hauptstrahl u^ geht. 

Zu einem beliebigen Kegel zweiter Ordnung k^^ von D^ ge- 
hört in D einer von der vierten Klasse, von dem die Hauptebenen 
Doppeltangentialebenen sind. Dieser Ebenenbüschel vierter Ord- 
nung zerfällt in einen dritter und einen erster, oder in einen 
zweiter und zwei erster oder in vier Ebenenbüschel erster Ord- 
nung, je nachdem k^^ durch einen, durch zwei oder alle drei Haupt- 
strablen von D^ geht; im letzten Falle sind die Hauptstrahlen die 
Achsen von dreien derselben. 
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Zu jedem Kegel x^ zweiter Klasse von D gehört ein zu ihm 
projektiver Kegel kj* vierter Ordnung von Dj, der die Hauptstrahleu 
von Dl zu Doppelstrahlen hat. Berührt x^ alle Hauptebenen von 
D, so artet kj* in die drei Haiiptebenen und eine zu x^ projektive 
vierte Ebene von D^ aus. 

Von den Hauptebenen und Hauptstrahlen können zwei kon- 
jugiert imaginär sein, auch können zwei oder alle Ebenen und da- 
mit auch die gegenüberliegenden Hauptstrahlen zusammenfallen. 
Wenn das im einen Bündel eintritt, so geschieht es auch im andern. 
Wir erhalten so folgende Fälle: 

I. Jeder der beiden Bündel hat ein reelles Haupttriöder. 
Dieser Fall ist der im vorhergehenden stillschweigend vorausge- 
setzte. 

n. Zwei Hauptebenen von D^ und damit auch die zugeord- 
neten von D fallen zusammen. In der einen Hauptebene, der 
Doppelebene liegen zwei Hauptstrahlen; die andere Hauptebene 
enthält nur einen. Alle einem Ebenenbüschel von D zugeordneten 
Kegel von D^ berühren die zweite (einfache) Hauptebene längs des 
in ihr liegenden Hauptstrahles und schneiden die andere im zweiten 
Hauptstrahl. 

HI. Alle drei Hauptebenen des einen und folglich auch des 
andern Bündels vereinigen sich ; dann fallen auch die Hauptstrahlen 
zusammen. Die den Ebenenbüscheln von D entsprechenden Kegel 
von Dl berühren die eine Hauptebene längs des einzigen Haupt- 
strahles und haben hier miteinander eine dreistrahlige Berührung. 

IV. Zwei Hauptebenen in jedem Bündel werden konjugiert 
imaginär. Es gibt nur eine reelle Hauptebene und einen reellen 
Hauptstrahl, der nicht in der Ebene liegt. Die Kegel von Di 
schneiden sich in dieser einen Hauptlinie und in den beiden ima- 
ginären Hauptstrahlen. 

Aus der gegenseitigen Lage der Bündel D und Di ergibt 
sich eine weitere Einteilung der vier Fälle, die wir aber nur für 
den ersten durchführen wollen, da die für die übrigen hieraus 
leicht zu finden ist. Wir bezeichnen die Hauptstrahlen von Di 
mit 1, 2, 3 und die zugeordneten von D mit T, 2', 3'. 

1. Kein Hauptstrahl des einen Bündels schneidet den ihm 
zugeordneten des andern. 

a) Weder D noch Di liegt in einer Hauptebene des andern 
Bündels. 

b) Dl liegt in einer Hauptebene von D. 



c) D liegt in einer Hauptebene von D^. Da aber der Punkt 
D auf der von den Bündeln D und D^ erzeugten kubischen Fläche 
jede beliebige Lage annehmen kann, so kommt dieser Fall hier 
nicht weiter in Betracht und wir können die analogen Fälle bei 
der weiteren Einteilung weglassen. 

2. Ein Hauptstrahl (1) von D^ triflFl den entsprechenden (T) 
von D. 

a) Dl liegt in keiner Hauptebene von D. 

b) Eine Hauptebene von D enthält den Punkt D^. 
€) Ein Hauptstrahl von D geht durch D^. 

d) Die Strahlen 1 und T vereinigen sich; dann haben beide 
Bündel einen Hauptstrahl entsprechend gemein. 

3. Zwei Hauptstrahlen des einen Bündels schneiden die ho- 
mologen des andern (1 und 2 bezw. T und 2'). 

a) D^ liegt in keiner Hauptebene von D. 

b) Dl liegt in der Ebene 1' 2' von D; die beiden Bündel 
haben eine Hauptebene, aber keinen Strahl entsprechend gemein. 

c) Wenn D^ auch noch auf V oder 2' liegt, so haben beide 
Bündel einen Strahl und eine Ebene entsprechend gemein. 

d) Eine der beiden anderen Hauptebenen 1' 3' oder 2' 3' 
von D kann den Punkt Dj enthalten. 

4. Alle Hauptstrahlen des einen Bündels schneiden die zuge- 
ordneten des andern. Wir erhalten drei Fälle, je nachdem D^ in 
keiner, in einer oder in zwei Hauptebenen von D enthalten ist. 

Im ersten Falle haben D und D^ keine Ebene und keinen 
Strahl, im zweiten eine Ebene, im dritten zwei Ebenen und einen 
Strahl entsprechend gemein. 

Unter den Ebenenbüscheln erster Ordnung von D gibt 
es einen besonderen, nämlich den, der den Strahl D D^ zur 
Achse hat. Der Kegel k^^ von Dj, der ihm entspricht, artet 
in zwei Ebenen aus, wenn D^ auf einer Hauptebene von D liegt. 
Diese beiden Ebenen können zusammenfallen oder auch konjugiert 
imaginär werden (vergl. die Fälle II, III und IV). Unter den 
Ebenen von D D^ gibt es mindestens eine und höchstens drei, 
welche durch ihren entsprechenden Strahl von k^^ gehen; zwei 
von ihnen können zusammenfallen oder konjugiert imaginär werden. 
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§ 2. 
Flächen dritter Ordnung mit einem Doppelpunkte. 

I. Wenn die Bündel D und Dj in der beschriebenen Weise 
aufeinander bezogen werden, so erzeugen sie eine kubische Fläche 
F*; diese ist der Ort aller Punkte, in welchen ein Strahl von Dj 
die ihm zugeordnete Ebene von D trifft. Den Strahlen einer Ebene 
Ol von Dl entsprechen in D die Ebene eines zu a^ projektiven 
Ebenenbüschels a^, welcher a^ in einem Strahleubüschel zweiter 
Ordnung schneidet; der letztere erzeugt mit a^ eine ebene Kurve 
dritter Ordnung, die in D^ einen Doppelpunkt hat, weil zwei 
Strahlen von a*^ durch D^^ gehen und dort von ihren homologen 
Strahlen getroffen werden. 

Jede Ebene von Dj schneidet F* in einer ebenen Kurve 
dritter Ordnung mit einem singulären Punkte. 

Jedem Ebenenbüschel a von D entspricht eine Kegelfläche 
a^^ von D^; die homologen Ebenen und Strahlen von a bezw. a^^ 
schneiden sich in den Punkten einer kubischen Raumkurve, die 
auch den Punkt D^ enthält. Da der Kegel a^^ durch die Haupt- 
strahlen von Dl hindurchgeht, so finden wir: Jeder durch die 
Hauptstrahlen von D^ gehende Kegel 2. 0. schneidet F^ in einer 
unebenen Raumkurve 3. 0.^) 

Jedem Strahle von Di entspricht eine Ebene von D; einem 
Hauptstrahle sind aber die sämtlichen Ebenen, die durch den ho- 
mologen Hauptstrahl gehen, zugeordnet, denn die beiden Strahlen, 
die eine solche Ebene bestimmen, fallen zusammen; daraus folgt, 
daß die drei Hauptstrahlen von D^ der Fläche angehören.^) Da 
jedem Strahle einer Hauptebene die zugeordnete Hauptebene ent- 
spricht, so liegen auch die Schnittlinien zugeordneter Hauptebenen 
in der Fläche (§ 1);^) jede dieser Linien schneidet zwei Haupt- 
strahlen, miteinander haben sie aber im allgemeinen keinen Punkt 
gemeinsam. 

Dem Ebenenbüschel D l\ ist ein Kegel zweiter Ordnung kj^ 
zugeordnet, dessen Strahlen sich sämtlich mit den Ebenen von D Di 
im Punkte Di treffen; in Di fallen also oc viele Punkte zusam- 
men. Der Punkt Di ist ein Knotenpunkt der kubischen Fläche 
F^ und der Kegel ki^ ist der Berührungskegel in diesem Punkte. 



^) Reye, Zeitscbr. für Math. u. Phys. 1. c. Schlußbemerkang und Lebr- 
bacb III S. 56. 



Jede Ebene a^ von Dj schneidet F^ in einer ebenen Kurve 
dritter Ordnung ki'\ die in D^ einen singulären Punkt hat, und 
ki^ in zwei Geraden, welche k^'"^ in D^ berühren; D^ ist folglich 
ein Doppelpunkt, eine Spitze oder ein isolierter Punkt von k^*^, je 
nachdem a^ den Kegel k^^ in zwei reellen Strahlen schneidet, be- 
rührt oder keinen Strahl mit ihm gemein hat. 

Die Strahlen von k^*- sind zu den Ebenen von 1) D^ projek- 
tiv ; es muß also mindestens einmal und liöchstens dreimal vor- 
kommen, da& ein Strahl des Kegels in einer Ebene von D D^ 
liegt. Diese drei Strahlen, von denen auch zwei zusammenfallen 
oder konjugiert imaginär werden können, gehören ebenfalls der 
Fläche an. 

Durch den Punkt D^ gehen sechs Gerade von F^, welche auf 
einem Kegel zweiter Ordnung liegen; wir wollen sie mit 1, 2, 3, 
4, 5y 6 oder i bezeichnen; die Geraden 1, 2 und 3 sind die in 
§ 1 genannten Hauptstrahlen von D^ ; 4, 6 und 6 wollen wir im 
Gegensatz dazu Nebenlinien nennen; die Ebenen von D D^, in 
denen 4, 5 und 6 liegen, seien a, a', a". 

Jede dieser Ebenen a schneidet die Hauptebenen von D in 
drei Graden b. Liegt b z. B. in der Hauptebene 1' 2' von D, 
so zerfällt der dem Ebeneubüschel b entsprechende Kegel b^'^ von 
D^ in zwei Ebenen, von denen eine die zu \' 2' zugeordnete Ebene 
1 2 ist und die andere ß^ durch den der Ebene 1 2 im Haupt 
dreiseit gegenüberliegenden Strahl 3 geht ; ßi schneidet den Büschel 
b in einem Strahlenbüschel, dessen Strahlen zu denen von ß^ pro- 
jektiv sind ; zwei solche Strahlenbüschel erzeugen einen der Fläche 
angehörigen Kegelschnitt; da aber die beiden in ß-^^ liegenden 
Strahlenbüschel die in a liegende Gerade (4) von F^ entsprechend 
gemein haben, so zerfällt der Kegelschnitt in zwei der Fläche an- 
gehörige Gerade, von denen die eine 4 ist, während die andere 
3 und 4 schneidet. 

Auf diese Weise findet man neun in der Fläche liegende 
gerade Linien, von denen jede einen Hauptstrahl und eine Neben- 
linie von Dl schneidet. 

Den Ebenen eines Kegels y^^ zweiter Klasse von D entsprechen 
die Strahlen eines Kegels c^* vierter Ordnung von D^, der aber 
in die Hauptebenen und eine vierte Ebene yi von D^ ausartet, 
wenn y'^ die Hauptebenen von D berührt. Die Ebene y^ enthält 
zwei Nebenlinien, wenn y^ auch noch zwei der Ebenen a berührt; 
y^ schneidet dann y^ in einem Strahlenbüschel zweiter Ordnung, 
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der n)it y^ zwei Strahlen, nämlich die in den beiden Ebenen a 
liegenden, entsprechend gemein hat; die von ihnen erzeugte Kurve 
dritter Ordnung geht daher in drei Gerade über. 

Die kubische Fläche F"* besitzt daher sechs Gerade i und 
fünfzehn 1 k, welch letztere je zwei Gerade i schneiden und zwar 
1 und k (i, k, 1 = 1, 2 . . . 6). Aus dem Gesagten folgt auch, 
da& auf der Fläche keine weitere Gerade liegen kann. Die Geraden 
i nennt Sturm binär, weil jedesmal, wenn eine allgemeine kubische 
Fläche in eine mit einem Doppelpunkt versehene Fläche übergeht, 
sich je zwei verschiedene Gerade zu einer einzigen vereinigen. 
Die Erzeugungsweise der Geraden 1 k liefert endlich auch die Be- 
dingungen, unter denen zwei von ihnen sich schneiden. 

Wenn die Achsen zweier der oben genannten Ebenenbüschel 
b weder in derselben Ebene a noch in derselben Hauptebene von 
D liegen, so haben die Büschel eine von den Hauptebenen und 
den a verschiedene Ebene gemein und die von ihnen erzeugten 
Geraden 1 k den Schnittpunkt dieser Ebene mit dem entsprechen- 
den Strahl von D^. 

Ein Ebenenbüschel ;^'^ zweiter Ordnung von D enthält außer 
den Hauptebenen zwei Ebenen a: liegt nun die Achse eines Ebenen- 
büschels b in der dritten Ebene a, so haben y'^ und b außer der 
Hauptebene, in der b liegt, noch eine zweite Ebene gemein; folg- 
lich schneiden sich die von b und y^ erzeugten Geraden 1 k. 

Die einem Ebenenbüschel b, dessen Achse in der Hauptebene 
1' 2' von D liegt, entsprechende Ebene ß^ von D^ schneidet die 
homologe Hauptebene von D^ in einer Geraden, welcher die Ebene 
1' 2' zugeordnet ist; die Schnittlinie 1 2 der Ebenen 1 2 und 
1' 2' wird also von denjenigen Geraden 1 k geschnitten, die von 
Ebenenbüscheln b erzeugt werden, deren Achsen in der Ebene 
r 2' liegen. Die Gerade 1 2 ist auch mit den von den Ebenen- 
büscheln y^ zweiter Ordnung erzeugten Geraden 1 k incident, weil 
die Ebene T 2' den Büscheln y^ angehört. Aus dem Gesagten 
erhalten wir die Regel: „Zwei der fünfzehn Geraden 1 k schneiden 
sich, wenn ihre Symbole keine Ziffer gemein haberv** (Heye, II. 
S. 184.) 

Ein anschauliches Bild von der Lage der Geraden leiten wir 
aus folgendem Satze her: Wenn zwei beliebige Flächen dritter 
Ordnung sich in einer Raumkurve sechster Ordnung, durch die 
man eine Fläche zweiter Ordnung legen kann, durchdringen, so 
haben sie außerdem noch eine ebene Kurve dritter Ordnung 
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gemein, ^) denn jede Ebene scheidet beide Flächen in zwei ebenen 
Kurven dritter Ordnung, die sich in sechs auf einem Kegelschnitte 
liegenden Punkten treffen; die drei übrigen Schnittpunkte liegen 
aber in einer Geraden. 

Die sechs Geraden i liegen auf einem Kegel zweiter Ord- 
nung; legt man durch zwei von ihnen eine Ebene und durch die 
vier übrigen einen Kegel, so schneiden Ebene und Kegel die 
Fläche F*' in einer Geraden 1 k und einem Kegelschnitt, dessen 
Ebene die Gerade enthält. Die vier i bestimmen einen Büschel 
von Kegeln, welche die Fläche in einer Schar von Kegelschnitten 
durchdringen, deren Ebenen einen Büschel 1. 0. mit der Achse 
1 k bilden. Die kubische Fläche hat fünfzehn solcher Scharen ; die 
Kegelschnitte einer Schar schneiden sich in keinem Punkte ; Kegel- 
schnitte, deren Kegel zwei verschiedenen Büscheln aber mit drei 
gemeinsamen Geraden i angehören, haben einen Schnittpunkt, und 
Kegelschnitte, deren Kegel nur in zwei i sich schneiden, haben 
zwei Schnittpunkte. Diese Sätze sind identisch mit den folgenden 
von Cremona 2) aufgestellten Sätzen : Zwei Kegelschnitte der kubi- 
schen Fläche treffen sich in zwei, in einem oder keinem Punkte, 
je nachdem ihre Ebenen durch zwei sich schneidende oder zwei 
sich nicht schneidende oder durch dieselbe Grade 1 k gehen. 

Auch die sechs Geraden i sind die Achsen von sechs Ebenen- 
büscheln und bestimmen ebenso viele Scharen von Kegelschnitten, 
die sich alle in D^ schneiden und noch einen zweiten Schnittpunkt 
haben, wenn ihre Ebenen durch zwei verschiedene Gerade i gehen. 

Jede der fünfzehn Kegelscharen enthält drei Ebenenpaare, 
deren Kegelschnitte in Geradenpaare ausarten; ihre Ebenen haben 
dieselbe Gerade 1 k gemeinsam. Wir finden so: Die 15 Geraden 
1 k liegen in 15 Ebenen /\ und schneiden sich in 45 Punkten A. 

Es wird nicht notwendig sein, diese Linien näher zu unter- 
suchen ;| es genüge auf eine Arbeit von Cremona^) hinzuweisen, in 
der die gegenseitige Lage dieser Linien mit der vollständigen Figur 
eines Pascalschen Sechsecks in Beziehung gesetzt wird • Wir dürfen 
dazu übergehen, diese Untersuchung auch für Flächen durchzu- 
führen, die mehr als einen Doppelpunkt oder die einen oder 
mehrere spezielle Doppelpunkte haben. 



') Sturm, Flächen 3. 0. S. 199. 

^) Cremona, Mem. de geom. pure sur les surfaces du troisi^me ordre. 
Grelles Journal 68. S. 94. 

'^) Cremona, Teoremi stereometrici. . . Mem. d. R. Accad. dei Lincei 
1876—77. Vergl. auch Reye III. S. 183 ff. 
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II. Die sechs binären Geraden liegen auf dem Kegel k^^^ (jer 
die Fläche F^ im Punkte D^ berührt; artet k^^ aus, so hat F'^ in 
Dl einen biplanaren oder uniplanaren Doppelpunkt, ^) und die 
Geraden i nehmen besondere Lagen an. In der Bezeichnung dieser 
Doppelpunkte folgen wir dem Lehrbuch von Salmon-Fiedler (1. c). 

Der Kegel k^^ artet immer aus, wenn eine der Hauptebenen 
(2' 3') von D den Punkt D, enthält; die Achse des Ebenenbuschels 
D D^ von D liegt dann nämlich in dieser Hauptebene und k,'^ zer- 
föllt folglich in zwei Ebenen, von denen eine die Hauptebene 2 3 
ist und die andere x^ durch den Strahl 1 geht; denn die Ebene 
2' 3' ist eine von den Ebenen des Büschels D D^ und ihr ist jeder 
Strahl von 2 3 zugeordnet. Die Kante von k,^ liegt im allge- 
meinen nicht in F^. 

Die Ebene x^ ist zu D Dj projektiv, es werden also höch- 
stens zwei Strahlen von x^ in ihren entsprechenden Ebenen von 
D Dl liegen (sie können auch konjugiert imaginär sein oder zu- 
sammenfallen). >^i enthält daher drei Gerade i von F^ (1, 5 und 
6), die andere Ebene 2 3 von kj^ enthält 2, 3 und 4. 

Man kann sich die spezielle Lage von D D^ in 2' 3' aus 
der allgemeinen dadurch entstanden denken, daß sich die Ebene 
2' 3' um eine der drei in ihr liegenden Geraden b (S. 9) dreht, 
bis sie etwa mit der Ebene a von D D^ zusammenföllt. Die drei 
Ebenenbüschel b erzeugen mit den ihnen entsprechenden ausge- 
arteten Kegeln von D, die drei Geraden 14, 15 und 16. Bei der 
Drehung vereinigen sich zwei b mit D Dj, es seien diejenigen, 
deren Büschel die Geraden 15 und 16 erzeugen; die dritte Gerade 
b behält dagegen ihre Lage in 2' 3' (und a). Zwei weitere Gerade 
b fallen mit 2' und 3' zusammen, weil a und 2' 3' identisch 
werden. Aus dem Gesagten ergibt sich, daß die Geradenpaare 15 
und 5, 16 und 6, 24 und 2 und 34 und 3 in je eine Gerade 
übergehen. Die Ebene 2' 3' geht durch D^ ; daraus und aus der 
Identität von a und 2' 3' folgt die Vereinigung von 4 und 23. 
Von den drei Kegeln zweiter Klasse f^ (S. 9) zerfällt einer in 
die Ebeneubüschel D D^ und T, während die beiden andern die 
Ebene 2' 3' längs der Geraden b berühren, um die sich 2' 3' ge- 
dreht hat und welcher 14 entspricht; es fallen also noch zwei 
weitere Gerade, nämlich 1 und 56 zusammen. 



^) Man vergl. darüber: Salmon-Fiedler, Analytische Geometrie des 
Raomes. 3. Aufl. Leipzig 1880 II. S. 370 f. 
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Die kubische Fläche hat einen biplanaren Doppelpunkt B3 
und enthält sechs durch Dj ' gehende dreifach zählende Gerade i 
und neun einfache 1 k. Jede Gerade 1 k schneidet zwei Gerade 
i. Legt man durch alle Geraden i eine in drei Ebenen ausge- 
artete Fläche dritter Ordnung, so durchdringt jede dieser Ebenen 
die kubische Fläche F^ in einer Geraden 1 k; diese drei Geraden 
liegen in einer Ebene /\. Es ergibt sich also: Jede der neun 
Geraden 1 k schneidet vier der übrigen und zwei i; durch jede 
von ihnen gehen zwei Ebenen /\. Die neun l,k schneiden sich 
in achtzehn Punkten A und die sechs i in achtzehn Punkten A'. 
Die vier A und und zwei A' auf einer 1 k liegen involutorisch. 
Es gibt sechs Dreiecke /\ ; jedes Dreieck /\ hat mit drei andern 
eine Seite gemein und bildet mit den beiden übrigen /\, mit denen 
es keine Seite gemein hat, je ein Paar. (Reye III S. 184.) Wir 
haben sechs Paare, deren Ebenen sich in je einer Geraden p 
schneiden ; die sechs p bilden mit den neun 1 k die fünfzehn Kanten 
des Sechsflachs der Ebenen ^. Jedesmal drei Punkte A liegen 
auf einer Geraden p und durch jeden Punkt A geht eine Gerade 
p, in jeder Ebene /\ liegen zwei p. Zwei Gerade 1 k, deren Sym- 
bole keine Ziffer gemein haben, schneiden sich. 

Schreibt man die neun 1 k in folgender Form: 

12 35 46 

36 14 25 

45 26 13, 

so bilden die Ebenen je zweier Horizontalreihen miteinander ein 
Paar ; dasselbe gilt von den Vertikalreihen ; die drei Linien p der 
Horizontalreihen schneiden sich in einem Punkte S und die der 
Vertikalreihen in einem zweiten S'. S und S' sind konjugierte 
Steinerpunkte und die Mittelpunkte der Trieder der Horizontal- 
und der Vertikakeihen. 

Von D^ aus werden die Geraden der Fläche auf eine be- 
liebige Ebene in die vollständige Figur eines Pascalschen Sechs- 
ecks projiziert, dessen Ecken auf einem Geradenpaar liegen; man 
erhält sechs Pascallinien p, die zu dreien durch die Projektionen 
der beiden Steinerpunkte gehen. 

Die achtzehn Punkte A' liegen zu je dreien auf einer Geraden 
i; da sie aber auch in den sechs Ebenen /\ liegen müssen, so 
enthält die^ Schnittlinie p' von /^ mit einer der Ebenen von ki^ 
drei Punkte A'; in jeder Ebene von kj^ gibt es sechs p' und in 
jedem Punkte A' schneiden sich zwei p'. 
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III. Wenn in den beiden Bündeln D und D^ die beiden 
Hauptebenen 1' 2' und 2' 3', bezw. 12 und 23 zusammenfallen, 
so berühren alle Kegel von D^, die einem £benenbüschel von D 
entsprechen, die andere Hauptebene 13 längs des Hauptstrahles 1, 
mit dem sich 3 vereinigt hat; damit wird 13 auch Berührungs- 
ebene für alle kubischen Raumkurven von F^ die auf diesen Ke- 
geln liegen. Die Ebene 13 berührt F*^ längs 1 und durchdringt 
sie in der Geraden 13, der Schnittlinie der beiden zugeordneten 
Hauptebenen 13 und 1' 3'. Liegt nun D, in der Ebene T 2', so 
zerfallt der Tangentialkegel k^^ in die Ebene 12 und eine durch 
1 gehende x^. Die Kante 1 von k^^ liegt jetzt in der Fläche F\ 
welche längs dieser Kante von einer Ebene berührt wird, die von 
den Ebenen des Kegels k,^ verschieden ist; F^ hat in D^ einen 
biplanaren Doppelpunkt B4. 

Die Ebene x^ ist projektiv zu D Di und in ihr liegen folg- 
lich außer 1 zwei weitere Gerade i, 5 und 6 ; in der andern Ebene 
von kl 2, 12, liegt außer 1 und 2 noch die Schnittlinie von 12 und 
r 2', die ebenfalls durch D^ geht; diese Gerade (4) vereinigt sich 
mit 12 und 23 und zählt infolgedessen vierfach. 

Die Kante von kj^ ist eine sechsfache, die Geraden 2, 4, 5 
und 6 sind vierfache Gerade der Fläche; außerdem besitzt F^ 
noch fünf einfache Gerade; eine von ihnen, 13, schneidet von den 
Geraden i nur 1 (o), die vier andern liegen zu zweien in zwei 
durch 13 gehenden Ebenen /\ und sind daher mit 13 incident; 
jede von diesen vier triflfl eine der andern und zwei i. 

Eine zweite Erzeugungsart dieser Fläche ist folgende : Wenn 
Dl ein Punkt des Hauptstrahles 1' von D ist, so zerföllt der Kegel 
ki^ in die beiden Hauptebenen 12 und 13 von D^ ; wir erhalten 
dieselbe Fläche nur mit anderer Bezeichnung der Geraden. 

IV. Aus der Fläche mit einem Knotenpunkte B4 leiten wir 
dadurch eine mit einem, biplanaren Doppelpunkt B5 ab, daß wir 
auch die Ebene 13 mit 12 zur Deckung bringen. Beide Bündel 
haben nur eine Hauptebene (12 und 1' 2') und einen Hauptstrahl 
(1 und V) und der Punkt D^ liegt in V 2'. Der Tangentialkegel 
kl 2 artet in die Ebenen 12 und x^ aus, die sich im Strahle 1 
schneiden; x^ enthält außer 1 noch die Geraden 5 und 6, 12 ent- 
hält noch eine zweite Gerade, die Schnittlinie von 12 und T 2', 
sie besteht aus 4 und (den Schnittlinien entsprechender Haupt- 
ebenen:) 12, 13, 23; sie zählt ebenso wie 5 und 6 fünffach; 1 
zählt als Vereinigung von 1 und 2 der vorigen Fläche zehnfach; 
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außer diesen vier in D, sich schneidenden Geraden liegen in F* 
noch zwei einfache, 45 und 46. Die Ebene 12 berührt F^ längs 

1 und durchdringt sie in 4; F^ wird also von einer Ebene des 
Kegels kl 2 längs der Kante berührt und unterscheidet sich dadurch 
von der vorigen Fläche. 

Diese Fläche entstehtauch, wenn zwei Hauptebenen zusammen- 
fallen und wenn aufserdem die Schnittlinie der beiden Hauptebenen 
durch Dl geht. 

V. Die doppelte Hauptebene sei 12, die einfache 13 (bezw. 
r 2' und r 8'); in 12 liegen die Strahlen 1, 2 und 4 und in 13 
liegen 1 und 5; enthält nun auch noch 1' 3' den Strahl 1, so 
fällt die Gerade 5 mit 1 zusammen; in der andern Hauptebene, 
12, liegt außer 1 und 2 noch die Schnittlinie 4 von 12 und 1' 2'; 
die beiden einfachen Geraden von F^ vereinigen sich mit 2 und 4. 

Die kubische Fläche F^ hat in D, einen biplanaren Doppel- 
punkt Bg und enthält nur drd gerade Linien, von denen zwei je 
sechs und die dritte fünfzehn Gerade der allgemeinen kubischen 
Fläche vertreten; F^ wird von 13 längs 1 berührt und in keiner 
weiteren Geraden geschnitten, jede ebene Kurve hat in ihrem 
Schnittpunkt mit 1 einen Wendepunkt, denn die Tangente dieses 
Punktes triflPt sie nicht mehr, die Kante 1 ist oskulierend. 

VI. Wenn D und D^ reelle Haupttrieder haben und wenn 
1' durch Dl geht, so ist D, ein Doppelpunkt B4 und seine Ebenen 
sind 12 und 13, in denen die Geraden liegen 1, 2 und 4 und 1, 
3 und 5. Fallen nun 12 und 13 zusammen, so vereinigen sich 

2 mit 3 und 4 mit 5 ; der Doppelpunkt Dj^ ist jetzt ein uniplanarer 
Ug geworden; er entsteht, wenn zwei Hauptstrahlen, 2' und 3', zu- 
sammenfallen und der Strahl T durch D^ geht. Jn der einen 
Ebene liegen die drei Geraden 1, 2 und 4 und jede von ihnen 
wird von den einfachen 16, 23 und 45 geschnitten, die in »einer 
Ebene /\ liegen. Die Ebenen 1.16, 2.23 und 4.45 berühren 
F^ bezw. längs 1, 2, 4 und schneiden F^ in 16, 23 und 45. 

Fällt auch die dritte Hauptebene 23 mit 12 zusammen, so 
ist die einzige Hauptebene die Ebene k^'^; der Uauptstrahl von D 
geht durch D^ ; die Fläche hat nur zwei Gerade, die sich in Dj 
schneiden, und wird von der einen Hauptebene längs des einen 
Hauptstrahles berührt. Aus dieser Fläche mit einem uniplanaren 
Doppelpunkt U7 entsteht eine mit einem Doppelpunkt üg, wenn 
auch diese beiden Geraden sich vereinigen, d. h. wenn die Haupt- 
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ebene von D durch den Hauptstrahl von Di geht. F^ hat nur 
eine Gerade. 



§ 3. 
Flächen dritter Ordnung mit zwei Doppelpunkten. 

I. Fallen von den sechs Geraden i der kubischen Fläche 
mit einem gwöhnlichen Knotenpunkt zwei zusammen, so hat die 
Fläche noch einen zweiten Knotenpunkt; wir können uns entweder 
zwei Hauptlinien, oder zwei Nebenenlinien oder eine Haupt- und 
eine Nebenlinie vereinigt denken. Den ersten dieser drei Fälle 
liefert uns die geometrische Verwandtschaft H (S. 6), den dritten 
I 2, der zweite ergibt sich nicht aus den oben angeführten Fällen. 

Wenn zwei entsprechende Hauptstrahlen V und 1 der Bündel 
D und Dl sich in dem Punkte D2 •^schneiden, so treffen sich in 
D2 die Ebenen 12 und T 2', sowie 13 und T 3', also auch die 
Geraden der Fläche 12 und 13; in D2 schneiden sich also minde- 
stens drei Gerade der Fläche und D2 ist daher ein Doppelpunkt. 

Von den Ebenen des Büschels D D^ von D enthält eine die 
beiden Hauptstrahlen 1 und T von D^ und D; die beiden Ebenen 
von Dj , welche dieser Ebene entsprechen, gehen durch 1, die 
Ebene 1 1' D D^ ist folglich eine von den drei Ebenen a (S. 9); 
es föllt eine Nebenlinie (etwa 6) mit 1 zusammen ; die Gerade 1 
ist quaternär (vierfach). Durch den Punkt D^ gehen daher fünf 
Gerade, 1, 2, 3, 4, 5, von denen 1 eine vierfache und die vier 
übrigen zweifache Gerade der Fläche sind. Von den neun Geraden 
b von D (S. 9) fallen zwei mit 1' zusammen; die von ihren 
Büscheln erzeugten Geraden 26 und 36 liegen aber auch in den 
Ebenem 12 und 13 und vereinigen sich mit den Geraden 12 und 
13. Da die Ebene 11' D D| mit a" identisch ist, so zerfallen 
zwei der drei Kegel y"^ (S. 9) in Ebenenbüschel; die von ihnen 
erzeugten Geraden 46 und 56 liegen in den Ebenen 46 und 56, 
die mit 14 und 15 zusammenfallen; aus den Geradenpaaren 14 
und 46 und aus 15 und 56 entstehen also die (zweifachen) Geraden 
14 und 15. Diese beiden gehen auch durch den Punkt Dg, denn 
14 liegt in den Ebenen 64, 13, 25 und 64, 12, 35, welche beide 
den Punkt D^ enthalten; dasselbe gilt von 15. 

Wenn also zwei entsprechende Hauptstrahlen der Bündel D 
und D, sich schneiden, so vereinigen sich zwei binäre Gerade i 
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und die kubische Fläche hat zwei Doppelpunkte, D^ und D2 ; durch 
jeden von ihnen gehen vier zweifache Gerade und beide werden 
durch eine vierfache verbunden. ^) Jede der vier zweifachen Geraden 
2, 3, 4, 5 durch Dj schneidet diejenige der vier 12, 13, 14, 15 
durch D2, mit der ihr Symbol eine Ziffer gemein hat. 

Die Ebene IT D D^ schneidet die Hauptebene 2' ü' in einer 
Geraden b, deren Ebenenbüschel mit der ihm entsprechenden Ebene 
ßi von D^ die Gerade 16 erzeugt; ß^ berührt den Kegel k^^ und die 
Fläche längs 1 und schneidet sie in 16. Außerdem liegen in F^ 
noch sechs weitere einfache Gerade, welche sämtlich von 16 ge- 
schnitten werden ; sie bilden zu zweien mit 1 6 drei Dreiecke /\ und 
haben neun Schnittpunkte A, von denen sechs der Geraden 16 
angehören; jede von ihnen schneidet diejenigen beiden zweifachen 
Geraden von D^, deren Ziffern ihr Symbol enthält und die beiden 
von D2, deren Ziffern ihr Symbol nicht enthält. 

Legt man durch 1, 12, 13, 14 einen Kegel zweiter Ordnung 
kg^, der die Ebene 16 (ßi) und damit auch k^^ und F^ längs 1 
berührt, so geht dieser auch durch 15, denn kg'^ muß F^ noch in 
einer Geraden schneiden, die nur 15 sein kann; kg^ berührt F^ 
im Punkte Dg. 

Wir wollen den Schnittpunkt zweier einfachen Geraden mjt 
A, den einer einfachen mit einer zweifachen mit A' und den 
zweier zweifachen mit A" bezeichnen; die Ebene zweier zweifachen 
und einer einfachen Geraden sei /\'. In der Fläche liegen dann 
neun Punkte A, vier A" und vierundzwanzig A'. 

Die beiden Kegel k^^ und k^^ berühren sich längs 1 und 
schneiden sich folglich noch in einem Kegelschnitte, auf dem die 
vier Punkte A" liegen. 

Ein Dreieck ^' kann man sich aus zwei Dreiecken /\ der 
allgemeinen kubischen Fläche entstanden denken; jedes bildet mit 
zwei Ebenen /\ und mit einer Ebene /\' ein Paar und hat mit 
vier Ebenen /\' und einer /\ eine Seite gemein. Die Schnitt- 
linie p' eines Paares zweier /\' enthält den Punkt D2 (wir be- 
trachten zunächst nur die Figur, welche die Geraden, die sieh im 
Punkte D2 schneiden, mit den einfachen Geraden bilden) und einen 
der drei Punkte A, die nicht auf 16 liegen. 

Jedes Dreieck /\ kommt in vier Paaren vor; die Schnittlinie 
p eines solchen Paares trifft die kubische Fläche in drei Punkten, 

') Sturm, Flächen driiter Ordnung S. 359. 
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in welchen je zwei Seiten der Dreiecke sieb und p schneiden ; 
jede Gerade p enthält einen Punkt A auf 16 und zwei A'. 

Es gibt zwölf Paare von Dreiecken .\ und ^^' und drei 
von zwei /\', also auch zwölf p und drei p'. Durch jeden der 
sechs Punkte A auf 16 gehen zwei p und ebenso durch jeden 
Punkt A'; in jeder Ebene /\ liegen vier p und in jeder Ebene 
/\* zwei p und eine Gerade p'. Ein Paar bilden z. B. die Ebenen 
12, lf3. 45, 35. 24. 16; die durch sie bestimmten Steinerschen 
Trieder sind: 12. 35. 14, 13. 24. 15, 45. 16. 23 und die Ebene 
14. 15. 23 bildet mit den Ebenen des Paares das konjugierte 
Trieder. Jedes Trieder enthält zwei Ebenen /\'; die Mittelpunkte 
S und S' zweier konjugierter Trieder liegen daher auf zwei ver- 
schiedenen Pascallinien p'. Wenn dagegen zwei Ebenen i\' ein 
Paar bilden, so enthalten die beiden Trieder dieselben Ebenen ^' 
und ihre Steinerpunkte liegen auf derselben Geraden p'; sie sind 
mit zwei der übrigen Steinerpunkte identisch. Wir haben sechs 
Punkte S, die zu zweien auf den drei p' liegen. Jede Gerade p 
enthält einen und jede Ebene /\ zwei Punkte S, in denen sich 
je zwei p und eine Linie p' treffen. 

Projiziert man die elf nicht durch D^ gehenden Geraden der 
Fläche von Dj aus auf eine Ebene, so erhält man die zehn Seiten 
eines einem Kegelschnitte einbeschriebenen Ffuifecks und die Tan- 
gente in einer Ecke (16). Die elf Geraden dieser Figur haben 
au&er den fünf Ecken noch einundzwanzig Schnittpunkte, von 
denen sechs auf der Projektion von 16 liegen. Bezeichnet man 
die Projektionen von 1, 2, 3, 4, 5 mit denselben Zififern, dann 
haben die Geraden der Figur dieselbe Bezeichnung, wie die der 
Fläche. 

Durch jeden der einundzwanzig Schnittpunkte -gehen zwei 
Pascallinien p mit Ausnahnie der drei Diagonalpunkte des Vier- 
ecks 2 3 4 5, der Projektionen der drei nicht auf 16 liegenden 
A; ihre drei Verbindungslinien mit 1 sind die Projektionen der 
drei p' und enthalten je zwei Steinerpunkte S; die beiden S auf 
einer Geraden p' sind die Ecken eines Vierecks von vier p, von 
dem zwei Ecken die Schnittpunkte derjenigen Seiten von 2 3 4 5 
mit 16 sind, welche auch den auf p' liegenden Punkt A bestim- 
men ; jeder Punkt A liegt also mit zwei S und mit 1 in einer 
Geraden; die Figur enthält drei Vierseite von vier p; die Ver- 
bindungslinien der übrigen, noch nicht genannten Eckenpaare 
schneiden sich in einem Punkte K. 
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Projiziert man die Geraden der Fläche auch von D2 auf die- 
selbe Ebene, so erhält man eine analoge Figur, deren Kegelschnitt 
den der andern in 1 berührt und die mit ihr die drei p' gemein- 
sam hat. 

Die vier Geraden 2, 3, 4, 5 der Fläche F^ bilden ein Vier- 
kant mit der Spitze D^ und 12, 13, 14, 15 eins mit der Spitze 
Dg. Die sechs Ebenen von D| schneiden die von D^, deren Sym- 
bole dieselben ZifiFern enthalten, in den sechs Seiten eines voll- 
ständigen Vierecks, dessen Ebene mit der Ebene des den beiden 
Kegeln k^^ und kg^ gemeinsamen Kegelschnitts eins ist? die vier 
Ecken dieses Vierecks sind die vier Punkte A" und ihre Diagonal- 
punkte die drei A, die nicht auf 16 liegen. 

Jedesmal zwei Ebenen von Dj und Dg, deren Symbole keine 
Ziffer gemein haben, schneiden sich in einer der sechs einfachen 
Geraden von F^ (16 ausgeschlossen). Die drei p' sind die Diagonal- 
strahlen von Dg, welche je einen Diagonalstrahl p' von D, schneiden; 
jeder der drei Punkte A liegt aber auch auf einem der letzteren 
und folglich in der Ebene des beiden Vierkanten gemeinsamen 
vollständigen Vierecks. 

Die sämtlichen p' sowie die Geraden der Fläche mit Aus- 
nahme von 1 und 16 sind Schnittlinien der Ebenen zweier voll- 
ständiger Vierkante mit den Mittelpunkten Dj und Dg, deren Kanten 
sich in den Ecken und deren Diagonalstrahlen sich in den Diago- 
nalpunkten eines vollständigen ebenen Vierecks treffen; die Ver- 
bindungslinie Dl Dg ist die vierfache Gerade der Fläche, längs, 
deren sich die beiden durch D^ Dg und die zweimal vier Kanten 
gelegten Kegel zweiter Ordnung berühren. Eine in ihrer gemein- 
samen Berührungsebene liegende Gerade trifft alle Schnittlinien 
der zwölf Ebenen, die nicht durch D^ oder Dg gehen und deren 
Ebenen keine Ecke des Vierecks gemein haben. 

II. Eine kubische Fläche mit zwei gewöhnlichen Knoten- 
punkten entsteht, wenn zwei entsprechende Hauptstrahlen, 1 und 
r sich schneiden; liegt der Punkt D^ in der Ebene l' 2' von D, 
so artet der Doppelpunkt D^ in einen biplanaren Doppelpunkt B3 
aus. Die beiden Ebenen von k^*^ bestehen aus 12 und einer durch 
3 gehenden Ebene x^; die Kante von k^'-^ gehört also nicht der 
Fläche an. In der Ebene 12 liegen die Geraden 1 und 2; mit 1 
fällt 12 und mit 2 16 zusammen, denn die Hauptebeue von T 2' 
geht durch 1 und 1 liegt auch in T 2', so daß eine der Ebenen 

2 * 
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a mit r 2' identisch wird; x^ enthält die Geraden 3, 4 und 5, 
mit denen die einfachen Geraden 45, 35 und 34 zusammenfallen. 

Die Geraden der Fläche haben also folgende Lage : Im Punkte 
Di schneiden sich vier dreifache und eine sechsfache Gerade; die 
sechsfache liegt mit einer dreifachen in einer die Fläche in D^ 
dreifach berührenden Ebene, welche F* außerdem längs 1 berQhrt; 
die drei andern dreifachen Geraden liegen in einer zweiten Ebene 
x^. Durch den Doppelpunkt D2 gehen außer 1 nur drei zwei- 
fache gerade Linien, welche die in x^ liegenden dreifachen Geraden 
treffen; außerdem hat F^ drei einfache Gerade, welche alle die 
Gerade 2 und je zwei der Geraden 13, 14, 15 schneiden; mit- 
einander haben sie keinen Schnittpunkt. 

Die Ebene 12 berührt den Kegel kg ^ längs 1 und Xi schneidet 
ihn in einem Kegelschnitte, auf dem die Schnittpunkte der zwei- 
fachen mit den dreifachen Geraden und der Knotenpunkt D^ liegen. 

III Aus der kubischen Fläche mit einem Knotenpunkt B3 
und einem gewöhnlichen entsteht eine mit zwei B3, wenn auch 
kj^ in ein Ebenenpaar ausartet. Da k^^ und k2^ sich längs 1 be- 
rühren, so haben sie eine Ebene gemeinsam. In der anderen 
Ebene X2 von k^^ liegen jetzt drei zweifache Gerade, nämlich 13, 14 
und 15, mit denen sich die einfachen Geraden 24, 25 und 23 
vereinigen müssen, weil 13, 14 und 15 in einer Ebene liegen; 
daraus folgt, daß die Gerade 2 mit 1 zusammenfällt. 

Die kubische Fläche mit zwei Doppelpunkten B3 hat eine 
neunfache und sechs dreifache Gerade; letztere liegen zu dreien 
in zwei Ebenen, x^ und x^, und schneiden sich in D^ und D3. 
Die Fläche entstellt, wenn in den Bündeln D^ und D bei der 
vorigen Fläche die Hauptebenen 23 und 13 bezw. 2' 3' und T 3' 
zusammenfallen; sie wird längs 1 von der Hauptebene 12 berührt, 
in der nur diese Gerade liegt. Die Kanten von k^^ und ks'^ liegen 
aber nicht in F^. 

IV. Es gibt noch drei Flächen dritter Ordnung mit zwei Knoten- 
punkten, nämlich B4 4- C2, B5 4- ^2 ""^ ^e + Q> deren Be- 
sprechung wir aus dem folgenden Grunde an die mit drei Doppel- 
punkten anschließen wollen. 

Wir haben gesehen, daß eine Fläche mit zwei gewöhn- 
lichen Doppelpunkten Cj entsteht, wenn zwei entsprechende Haupt- 
strahlen (1 und 1') sich schneiden; denn allen Ebenen des Bündels 
r von D entspricht der Strahl 1; alle die verschiedenen Schnitt- 
punkte dieser Ebenen mit 1 bei beliebiger Lage von 1 und T 
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fallen jetzt in den Schnittpunkt Dg von 1 und V zusammen. 
RQckt D2 dem Punkte D^ immer näher, so geht schließlich 1' 
durch Dl und der gewöhnliche Knoten wird ein biplanarer B4, 
den mau sich daher als Vereinigung von zwei gewöhnlichen Q 
denken kann. In ähnlicher Weise kann man sich auch B5 und 
Bß aus B3 -f C2 bezw. B4 + Q entstanden denken (vergl. Sahnon- 
Fiedler 1. c. II. S. 370—374). 

Flächen dritter Ordnting mit drei Doppelpunkten. 

I. Wir wollen annehmen, daß die beiden quadratisch ver- 
wandten Bündel D und D^ reelle Haupttrieder besitzen und daß 
sich die entsprechenden Hauptstrahlen 1 und T sowie 2 und 2' 
schneiden. Dann hat die kubische Fläche in den Schnittpunkten 
D2 und D3 und in D, gewöhnliclie (konische) Knotenpunkte. Man 
übersieht sofort die Lage folgender Geraden der Fläche: in D^ 
treflTen sich 1, 2 und 3, die beiden Punkte Dg und D3 werden 
durch 12 verbunden und durch Dg geht die gerade 13 und durch 
D3 23; denn die zuletzt genannten Linien sind die Schnitte 
homologer Hauptebenen von D und D^ 

Von den drei Ebenen a des Bündels D D^ gehen zwei, a' 
und a", durch 2 und 2' bezw. 1 und T, die Geraden 5 und G 
fallen also mit 2 und 1 zusammen; mit der Ebene 12 vereinigen 
sich 15, 26 und 06 und daher besteht die Verbindungslinie Do D3 
aus den vier Geraden 12, 15, 20 und 56; das ergibt sich auch 
aus dem Umstände, daß je zwei der neun Geraden b mit 1' und 2' 
zusammenfallen. Die drei Doppelpunkte D,, Dg und D3 bilden die 
Ecken eines Dreiecks,^) dessen Seiten drei vierfache Gerade sind. 
Der Berührungskegel k^* im Punkte D, kann somit nur noch von 
einer Ebene des Büschels D D^ in einem entspreclienden Strahle 
geschnitten werden; wir erhalten so die Gerade 4 von D^ Die 
drei Ebenen a schneiden die Hauptebenen von D in fünf Geraden 
b, deren Ebenenbüschel ausgeartete Kegel entsprechen; sie liefern 
uns die Geraden 16, 25, 34, 14 und 24. Die Gerade 14 geht 
durch den Punkt Dg, denn die Achse ihres Büschels b liegt in 
der Hauptebene 2' 3' von D, ; eine Ebene von b enthält T und 



*) Ober die Geraden dieser Fläche sowie der mit vier gewöhnlichen 
Doppelpunkten vergl. auch Sturm 1. c. 
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wird im Punkte Dg von dem ihr zugeordneten Strahl 1 von D, 
getroffen; analog findet man, daß 24 durch D3 geht. Die drei 
Kegel y^ zerfallen in Ebenenbüschel, deren Achsen mit 1*, 2' und 
mit zwei in der Ebene D D^ 4 (a) liegenden Geraden b identisch 
sind. Aus dem Gesagten ergibt sich zunächst, da& die Geraden- 
paare 14 und 46, 24 und 45, 23 und 36 sowie 13 und 36 in 
die zweifachen Geraden 14, 24, 23 und 13 übergehen. Durch 
jeden der drei Doppelpunkte gehen zwei vierfache und zwei zwei- 
fache Gerade. Die kubische Fläche hat noch drei einfache Gerade 
16, 25 und 34, die in einer Ebene /\ liegen; jede von ihnen 
schneidet eine vierfache und die beiden zweifachen Geraden, welche 
durch den jener vierfachen Geraden gegenüberliegenden Eckpunkt 
des Dreiecks D^ Dg D3 gehen. Die Ebenen 1, 16 und 2, 25 be- 
rühren F^ und den Tangentialkegel k/^ längs 1 und 2 und schneiden 
F^ in 16 und 2b; die Gerade 16 liegt in der Ebene 1, 16, welche 
mit 23 einen ausgearteten Kegel bildet, der einem Büschel b ent- 
spricht, dessen Achse der Schnitt von 2' 3' nnd a" ist; da a" 
aber auch dem Büschel V von D angehört, so entspricht ihr in 
D^ nur eine Ebene 1, 16, welche somit längs 1 berührt. Da die 
Ebene 12, 34 die gleiche Lage hat, wie 1, 16 und 2, 25, so be- 
rührt auch sie F^ längs der vierfachen Geraden 12. 

Jede zweifache Gerade geht durch einen Doppelpunkt und 
schneidet zwei andere, deren jede einen andern Knotenpunkt 
enthält. 

Die Fläche F^ wird im Punkte D^ von dem Kegel k^^ be- 
rührt. Legt man nun durch die Geraden 1, 12 und 13 einen 
Kegel kg^ der die Ebenen 1, 16 und 12, 34 und damit auch die 
Fläche F^ längs 1 und 12 sowie k^^ längs 1 berührt, so ist dieser 
Kegel dadurch völlig bestimmt; er schneidet F^ noch in einer 
Geraden, die nur 14 sein kann. Statt der Tangentialebenen hat 
die kubische Fläche in den Doppelpunkten D^, Dg und D3 die 
Tangentialkegel kj^ kg^ und kg^; jeder berührt einen andern längs 
einer Seite des Dreiecks D^ Dg Dg und schneidet ihn in einem 
Kegelschnitt, der durch den dritten, von den Spitzen beider Kegel 
verschiedenen Knoten hindurchgeht; er schneidet die Verbindungs- 
linie beider Spitzen und enthält auch noch die beiden Punkte A'\ 
in denen die auf diesen Kegeln liegenden zweifachen Geraden sich 
treffen; es gibt drei solcher Kegelschnitte (()i2» ^^3» ^'^23)* Bevor 
wir auf diese und ihre Ebenen näher eingehen, wollen wir erst 
die Schnittpunkte und Ebenen der Geraden untersuchen. Es seien 
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wieder A die Schnittpunkte zweier einfachen, A' die einer einfachen 
mit einer zweifachen, A*' die zweier zweifachen und A'" die einer 
einfachen und einer vierfachen Geraden; in einer Ebene i\ liegen 
die drei einfachen Geraden, in einer /\' eine einfache und zwei 
zweifache und in l\" eine vierfache und zwei zweifache. Wir 
haben dann drei Punkte A, drei A'", sechs A' und sechs A" 
und ein Dreieck ^, drei /\' und sechs /\". 

Die drei Punkte A'" liegen in einer Geraden, der Schnitt- 
linie p'" von /\ und D^ Dg Dg. Die Seiten eines Paares, das 
von einem Dreieck /\' und einem /\^" gebildet wird, schneiden 
sich in einem Punkte A'" und in zwei A", die auf einer Geraden 
p" liegen; es gibt sechs Geraden p" und in jedem der Punkte 
A" und A'" schneiden sich zwei von ihnen. Die Ebene /\ bildet 
ein Paar mit jeder der sechs /\" und jede Gerade p', die Schnitt- 
linie eines solchen Paares^ enthält einen Punkt A" und zwei A'; 
durch jeden Punkt A'" und jeden Punkt A' gehen zwei p'; die 
sechs p' liegen in der Ebene /\ und bilden die sechs Seiten eines 
Pascalschen Sechsecks, von dem p'" eine Pascallinie ist; denn 
die sechs zweifachen Geraden von F^ liegen auf einem einfachen 
Hyperboldoid, dem also auch die sechs A' angehören. 

Zwei Ebenen /\' schneiden sich in einer Geraden p, die 
einen Punkt A und zwei A" enthält; da es nur drei Ebenen /^' 
gibt, so schneiden sich die drei p in einem Punkte L, durch den 
auch die drei Ebenen d der den Kegeln k^^, kg^ kg^ gemeinsamen 
Kegelschnitte gehen; jeder Punkt A liegt in einer ö. 

Jede der drei Ebenen, 1. 16, 2. 25 und 12. 34 berührt die 
Fläche und zwei Tangential kegel und sie schneiden sich zu zweien 
in drei Geraden p^^, deren jede einen Doppelpunkt und einen Punkt 
A enthält; jede Gerade p^^' berührt einen Kegelschnitt e^ik in dem 
Doppelpunkt, der auf ihm liegt, denn die beiden Ebenen, deren 
Schnittlinie p^^ ist, berühren die beiden Kegel und sie liegt daher 
in der Ebene dit; die drei p^^ schneiden sich in einem Punkte L'. 
die drei Ebenen dw^ enthalten alle sowohl den Punkt L wie L' > 
die Tangentialkegel von F^ in den Doppelpunkten schneiden sich 
in drei Kegelschnitten, deren Ebenen durch dieselbe Gerade (L L') 
gehen. 

Projiziert man die Geraden der Fläche von einem Doppel- 
punkte aus auf eine Ebene, so erhält man die Figur eines einem 
Kegelschnitte einbeschriebenen Vierecks mit den Tangenten in zwei 
Ecken. Die Figur hat drei Pascallinien, eine ist die Projektion 
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einer Geraden p, die beiden andern sind die von zwei p' ; die beiden 
letzter« schneiden sich in einem Punkte der Seite, welche die Be- 
rührungspunkte der beiden Tangenten verbindet; ihr Schnittpunkt 
ist die Projektion eines Punktes A'". Die Projektionen der übrigen 
p, p', p" . . . fallen mit den Seiten der Figur zusammen. 

II. Die kubische Fläche mit drei gewöhnlichen Doppelpunkten 
C2 geht in eine mit einem biplanaren B3 und zwei Cg über, wenn 
die Hauptebene T 3' von D den Punkt D^ enthält. Der Punkt 
Di ist als der Scheitel des in zwei Ebenen ausgearteten Kegels 
k,2 anzusehen; eine seiner Ebenen ist 13, die andere x^ gebt 
durch den 13 im Haupttrieder D^ gegenüberliegenden Hauptstrahl 
2; die Kante von ki^ Hegt also nicht in der Fläche dritter Ord- 
nung F^. Die Gerade 13, die Schnittlinie der Hauptebenen 13 
und r 3' fällt mit 1 zusammen, weil ja 1 auch in der Ebene 1' 3' 
liegt. Die Gerade 24 schneidet 13 und geht durch den Punkt 
D3, muß sich also mit der Verbindungslinie 2 von D, und D3 ver- 
einigen; die einfache Gerade 16 schneidet 1, 24 und 23 und wird 
infolgedessen mit 4 identisch; aus ähnlichen Gründen fällt auch 
25 mit 3 zusammen. 

Die kubische Fläche hat zwei sechsfache Gerade, die Dg und 
D3 mit D, verbinden und zwei dreifache, 3 und 4, die sich in D^ 
schneiden; durch Dg und D3 geht je eine zweifache Gerade, 14* 
und 23, welche 4 bezw. 3 schneiden. In der Ebene 34 liegt 
die einzige einfache Gerade 34 der kubischen Fläche, die auch 
der Tangentialebene 12, :U von k./^ k.;^ und F^ längs 12 (Dg D3) 
angehört. 

Jede Ebene von k^^ berülirt F^ und einen der Kegel kg^ und 
kg^ längs einer Seite von D, Dg D3 und enthält au&er dieser Seite 
nur noch eine in der Fläche F^ liegende Gerade (3 oder 4); sie 
schneidet den andern Kegel in einem Kegelschnitt; wir erbalten 
so zwei Kegelschnitte und zwar einen in jeder Ebene von k^^; die 
Kegel kg^ und kg^ schneiden sich in einem dritten Kegelschnitt, 
dessen Ebene durch die Schnittlinie der Ebenen der beiden andern, 
nämlich die Kante von k^^ geht. 

Projiziert man die Geraden von Dg oder D3 aus, so erhält 
man dieselbe Figur, wie vorhin. 

III. Wenn auch der Kegel kg 2 in ein Ebenenpaar ausartet, 
so hat F^ zwei biplanare Doppelpunkte Bg und einen gewöhnlichen 
Cg. k,2 und kg'^ haben eine Ebene 13, miteinander gemein, weil 
sie sich längs l berühren. Die zweite Ebene X2 von kg 2 berührt 



F^ längs 12, folglich ist sie mit 12, 34 identisch; diese enthält 
aber auch die Gerade 14, mit der sich daher 34 vereinigt; daraus 
folgt nun weiter, daß 24 mit 12 und 4 mit 1 zusammenfällt. Die 
Fläche dritter Ordnung besitzt 5 Gerade; eine neunfache, welche 
die beiden biplanaren Doppelpunkte D^ und D2 und zwei sechs- 
fache, welche diese mit D3 verbinden, außerdem gehen durch D^ 
und D2 zwei dreifache Gerade, die jede in einer der beiden Ebenen 
Xi oder X2 liegen; diese beiden schneiden sich nicht. 

Die Fläche dritter Ordnung mit drei biplenaren Doppelpunkten 
B3 hat nur drei Gerade, die Seiten des Dreiecks Di D2 D3. Sie 
wird in den Ecken dieses Dreiecks von drei in Ebenenpaare aus- 
gearteten Kegeln berührt, von denen jeder mit den beiden andern 
eine Ebene gemeinsam hat, und sie wird längs der Seiten von 
Dl Dg D3 von drei Ebenen beröhrt, die zu je zweien diese Kegel 
bilden. 

IV. Aus den Flächen dritter Ordnung mit drei Doppelpunkten 
entstehen durch die Vereinigung von zwei Knoten die Flächen mit 
den Knotenpunkten B4 -f- Cg, B5 + Q und Bg + Gg. 

Wir haben oben angenommen, daß die beiden Hauptstrah!en 
r und 2' die homologen 1 und 2 von D^ treffen; nähert sich nun 
der Doppelpunkt Dg immer mehr D^, so wird schließlich der 
Strahl r den Punkt D^ enthalten. Die beiden Ebenen von k^^ 
sind jetzt die Hauptebenen 12 und 13; der Strahl 1 ist Kante, 
während der zweite Doppelpunkt auf 2 liegt. Die beiden vier- 
fachen Geraden 2 und 12 und folglich auch die beiden einfachen 
25 und 34 vereinigen sich; die beiden letzteren bilden eine durch 
Dg gehende zweifache Gerade. Die Geraden der Fläche haben 
folgende Lage: D^ und Dg werden durch eine achtfache Gerade 
verbunden; in D^ schneiden sich außerdem zwei dreifache und 
eine vierfache, in D3 drei zweifache Gerade ; jede von den letzteren 
schneidet eine von den ersteren. Die drei zweifachen Geraden 
liegen auf dem Kegel ks^ der die Ebene 12 von k^^ längs 2 be- 
rührt; die Ebene 12 enthält nur die Geraden 1 und 2 und berührt 
F^ längs 2; die andere Ebene von k^'^, 13 durchdringt F^ in den 
drei Geraden 1, 3, 13. 

Wir können die doppelt projektive Beziehung von D^ und D 
auch so wählen, daß der zweite Doppelpunkt Cg auf der Kante 
von ki^ liegt; wenn nämlich die beiden Hauptebenen 12 und 23 

zusammenfallen und wenn dann die Ebene V 2' von D durch 

2 ** 
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den (doppelten) Hauptstrahl 1 von D^ geht, so schneidet 1 ' den 
Strahl 1, der Kegel k^^ zerföllt in die Ebenen 12 und eine durch 
1 gehende -^i; die Fläche wird längs 1 von der von 12 und x^ 
verschiedenen Ebene 13 berührt und im Strahle 13, der auch den 
Schnittpunkt D2 von 1 und T enthält, geschnitten; die Lage der 
Geraden ist im übrigen ähnlich wie bei der anderen Fläche B4 -|- Cg. 

V. Wenn dagegen die Ebene T 2' von D den Strahl 2 von 
D^ enthält und außerdem 1' den Punkt Dj, so schneidet 2' den 
Strahl 2 und der Kegel k^^ zerfMIt in die Ebenen 12 und 13; 
letztere berührt F^ längs 1, der Kante von k^^ und schneidet die 
Fläche im Strahle 13, der jetzt dem Bündel Dj angehört. Die 
Fläche hat einen biplanaren Doppelpunkt B- und einen Cg im 
Punkte D3, dem Schnittpunkt von 2 und 2'. Sie entsteht aus der 
Fläche Bg + 2 C2 dadurch, daß ein Knotenpunkt C^ sich mit B3 
vereinigt. In ihr liegen vier Gerade, zwei in der Ebene 12, eine 
in 13 und die vierte liegt auf dem Kegel k^^, der die Fläche und 
die Ebene 12 längs 2 berührt. 

VI. Wir setzen jetzt wieder voraus, daß D^ und D ein ge- 
wöhnliches Haupttrieder haben, nur sollen sich 1' und 2' bezw. 
1 und 2 schneiden und 3' soll den Punkt D^ enthalten. Die von 
D und Dj erzeugte kubische Fläche F'^ hat in D^ einen biplanaren 
Doppelpunkt B4 und in den Schnittpunkten D., von 1 und T und 
Dg von 2 und 2' zwei gewöhnliche Cg; die Kante von k^^ ist der 
Hauptstrahl 3 von D^; die Ebenen 13 und 23 berühren F^ längs 
1 und 2 und schneiden sie in 3; die Doppelpunkte D2 und D3 
werden durch die Gerade 12 verbunden; die Gerade 4 fällt mit 
3 zusammen: die einfache Gerade 34 schneidet 3 und 12; die 
beiden Ebenen 3, 34 und 12, 34 berühren F'^ längs 3 und 12. 

VII. Geht der Doppelpunkt Dg in D, über, so erhalten wir 
eine kubische Fläche mit einem biplanaren Doppelpunkt Bg und 
einem gewöhnlichen Gg. Die beiden Ebenen 12 und 23 fallen zu- 
sammen und 1' 2' geht durch 2 und 1' 3' durch 1; der Schnitt- 
punkt D3 von 2 und 2' ist der zweite Doppelpunkt; die Fläche 
wird in ihm und längs 2 durch den Kegel k.^^ berührt; die Ebene 
12 berührt F^ längs 1 ; in der Fläche liegen nur die Geraden 
1 und 2. 
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§. 5. 
Flächen dritter Ordnung mit vier Doppelpunkten* 

Wir setzen voraus, daß D und Dj reelle Haupttrieder haben 
und daß die Hanptstrahlen des einen Bündels die zugeordneten 
des andern sehneiden; die kubische Fläche hat dann vier Doppel- 
punkte Dj, Dg, Dg und D4; die drei letzten liegen auf den Strahlen 
1, 2 und 3 bezw. und werden durch die Geraden 12, 13 und 23 
miteinander und mit Di durch l, 2 und 3 verbunden. 

Die 'Hauptstrahlen 1 und 1' von D^ und D liegen, weil sie 
sich schneiden, in einer Ebene mit D D^ und folglich geht eine 
der drei Ebenen «, a% a'\ etwa a durch 1 und 1'; die in a 
liegende Gerade 4 fällt daher mit 1 zusammen; gerade so findet 
man, daß 5 mit 2 und 6 mit 3 sich vereinigt. Von den neun 
Geraden b fallen dreimal zwei mit den Hauptstrahlen 1', 2' und 
3' von D zusammen; die drei Kegel zweiter Klasse y^ zerfallen 
in Ebenenbüschel, deren Achsen mit je zwei der genannten sechs 
b identisch werden. 

Es folgt daraus, daß von den fünfzehn einfachen Geraden 
der Oberfläche dritter Ordnung mit einem gewöhnlichen Doppel- 
punkte sich neun zu je dreien mit den drei einfachen Geraden 12, 
13, 23 vereinigen. Man kann das auch aus der Tatsache schließen, 
daß in einer Ebene höchstens drei Gerade einer Fläche dritter 
Ordnung liegen können; fallen z. B. die Ebenen 12 und 45 zu- 
sammen, so gilt das auch für die Geraden 12 und 45. 

Die vier Doppelpunkte der kubischen Fläche werden also 
durch sechs vierfache Gerade, die Kanten des Tetraeders D^ D2 
Dg D4, miteinander verbunden. Den Ebenen des Büschels D D^ 
von D entsprechen die Strahlen eines Kegels zweiter Ordnung 
von Dl, der die Fläche im Punkte D^ berührt und durch die 
Geraden 1, 2, und 3 geht. 

Die Ebene a geht durch den Hauptstrahl 1' von D und 
schneidet die Hauptebene 2' 3' in der Geraden b; dem Ebenen- 
büschel b von D entspricht ein Kegel zweiter Ordnung von D^, 
der in die Hauptebene 23 und die durch 1 gehende Ebene 14 
ausartet; die Strahlen der Ebene 14 sind aber projektiv zu den 
Ebenen von b und da der Strahl 1 in seiner entsprechenden Ebene 
liegt, perspektiv; die Strahlen von 16 erzeugen also mit den ihnen 
zugeordneten Ebenen von b eine auf der kubischen Fläche liegende 
^einfache) Gerade 16, welche oflfenbar die Gerade 23 schneidet. 



28 

Sonst trifft 16 mit keiner der bisher genannten Geraden zusammen; 
16 liegt also mit 1 in einer Ebene (1, 16), welche F^ nur in 1 
und 16 trifft; diese Ebene berührt F^ und den Kegel kj^ längs 
1 und durchdringt F^ in 16. Ebenso wird F^ längs 2 und H von den 
Ebenen 2, 25 und 3, 36 beröhrt, die auch Tangentialebenen von 
kl 2 sind. Die kubische Fläche F^ hat also sechs vierfache Gerade^ 
welche die Kanten eines Tetraeders bilden, und drei einfache, von 
denen jede zwei gegenüberliegende Kanten des Tetraeders schneidet; 
die drei einfachen Geraden liegen in einer Ebene /\ ; jede von 
ihnen muß nämlich die beiden andern schneiden ; denn jede Achse 
b der drei Ebenenbüschel, welche die Seiten von A erzeugen, 
liegt in einer andern Hauptebene von D ; je zwei der drei Ebenen- 
büschel b haben eine Ebene gemein, der nur ein Strahl von D^ 
entspricht; der Schnittpunkt der Ebene und des Strahles gehört 
also zwei Seiten von /\ an. 

Da eine einfache Gerade zwei (gegenüberliegende) Tetraeder- 
kanten schneidet, so kann man durch jede der sechs Kanten des 
Tetraeders und die sie schneidende einfache Gerade eine Ebene 
(A') legen; wir erhalten so sechs Ebenen /\\ die sich zu je 
dreien in einem Doppelpunkte schneiden. Jede dieser Ebenen hat 
mit F^ eine einfache und eine vierfache, aber keine weitere Gerade 
gemein, berührt also die Fläche längs der Tetraederkante und 
schneidet sie in der einfachen Geraden. 

Durch den Knotenpunkt D2 gehen die Ebenen (1. 14), (12» 
:36) und (13. 2b). Ein Kegel k^^ der 1. 14 und 12. 36 längs 1 
und 12 und damit auch F-^ längs dieser Geraden berührt und durch 
13 geht, ist völlig bestimmt und kann mit F^ noch höchstens eine 
Gerade gemein haben, die aber mit 13 zusammenfallen muß; er 
berührt also auch 13. 25 längs 13 und folglich auch F^. Für die 
Doppelpunkte D3 und D4 erhalten wir zwei Kegel k^^ und k^^ mit 
denselben Eigenschaften. Die vier Kegel k^^, kg^, kg^ und k4^ 
sind die Tangentialkegel in den Doppelpunkten; sie berühren F'^ 
längs dreier Kanten des Tetraeders und drei der sechs Tangential- 
ebenen in diesen Kanten; jeder von ihnen berührt auch die drei 
andern in einer Kante und die je zweien gemeinschaftliche Tan- 
gentialebene föUt mit einer der 6 Ebenen zusammen. Die Ebene 
/\ bildet mit jeder Tetraederfläche ein Paar; die Seiten des Drei- 
ecks /\, deren Schnittpunkte wir w^ie oben mit A bezeichnen,, 
schneiden die Kanten in sechs Punkten A'", von denen drei in 
jeder Tetraederfläche liegen; diese drei liegen in der Schnittlinie 
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p der Fläche mit ^ ; in jeder Tetraederfläche liegt eine Pascal- 
linie p und alle vier p liegen in /\ und durch jeden Punkt A'" 
gehen zwei p. Die vier p bilden mit den Seiten von /\ die Seiten 
und Diagonalen eines vollständigen Vierseits. 

Projiziert man die Geraden von einem Knotenpunkt auf eine 
Ebene, so erhält man die Figur eines einem Kegelschnitte einbe- 
schriebenen Dreiecks mit den Tangenten in den Ecken; die Pro- 
jektionen von drei p fallen mit den Tangenten zusammen, die Pro- 
jektion der vierten ist die Pascallinie der Figur. Der Brianchon- 
punkt ist die Projektion eines Punktes S, den wir gleich auf- 
suchen werden. 

Jeder der Kegel kZj (1 = 1, 2, 3, 4) beröhrt jeden andern 
längs einer Geraden und schneidet ihn in einem Kegelschnitt d^w^ 
(1 = 1, 2, 3, 4, k = 1, 2, 3, 4, k ^ 1), der in der Ebene du, 
liegt. Die beiden Kegel k/^ und kg^ schneiden sich z. B. in ^^2^ 
und da beide durch Dg und D4 gehen, so enthält auch d^^^ diese 
beiden Punkte und berührt die Ebene 1. 16 in einem Punkte A^^' 
von 1. Solcher Kegelschnitte gibt es sechs und durch jeden Doppel- 
punkt gehen drei. 

Zwei Ebenen /\' schneiden sich in einer Geraden p', welche 
durch einen Doppelpunkt und einen Punkt A, den Schnittpunkt 
der in den beiden Ebenen /^^' liegenden einfachen Geraden geht. 
In jedem Doppelpunkt schneiden sich drei Ebenen /^\/ und folglich 
auch drei p'. Wir haben zwölf Gerade p', die mit den drei ein- 
fachen Geraden von /\ die fünfzehn Schnittlinien des Sechsflachs 
der Ebenen /\* bilden. In jeder Ecke des Tetraeders schneiden 
sich drei ; außerdem gehen die zwölf p' zu je dreien noch durch 
vier Punkte Piki ; jeder Punkt Piki bildet mit den Ecken des Drei- 
ecks Di Dk Dl ein Tetraeder Piki*'» ^^ Oi und wir wollen Pjki 
dem vierten Doppelpunkte gegenüberliegend nennen. 

Die beiden Kegel k^^ und kg^ werden von zwei Ebenen l\' 
bezw. längs den Seiten D| D3 und Dg D3 des Dreiecks D^ Dg D3 
berührt; die Schnittlinie p' der beiden /\' berührt den Kegelschnitt 
^12 ™ Punkte Dg, weil sie als Schnittlinie von beiden /\' k^^ 
und kg^ berühren mu&; die Gerade p' liegt also in der Ebene 6^2'^ 
jede Gerade p' liegt in zwei Ebenen /\' und in einer ^ik, und da 
^ik durch zwei Doppelpunkte, Di und Dk geht, so liegen in ihr 
zwei p'; jeder Punkt A liegt in zwei Ebenen ^ik und durch ihn 
gehen vier p'. 

Wie man aus dem Gesagten sieht, schneiden sich die drei 
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Ebenen 6^29 (^13 und ^^4 im Punkte D^ und P234; die Ebenen der 
Kegelschnitte, welche die drei Kegel kg^, kg^ und k^^ zu zweien 
miteinander gemein haben, gehen folglich durch eine einzige Gerade 
s, die Verbindungslinie von Dj und P234. Es gibt vier solcher 
Linien s, eine durch jede Ecke des Tetraeders und in jeder Ebene 
^1]^ zwei s; da nun jede Ebene ^ik zwei Doppelpunkte enthält, so 
folgt daraus und aus dem Vorhergehenden, da& sich die vier s in 
einem Punkte S schneiden. Wir können daher den Satz aufstellen : 
Die vier Tangentialkegel in den Doppelpunkten der kubischen Fläche 
F^ treffen sich in sechs Kegelschnitten , deren Ebenen sich in 
einem Punkte schneiden ; je drei von diesen Ebenen gehen durch 
eine einen Doppelpunkt enthaltende Gerade s. Die vier s bilden 
mit den sechs öw^ die Kanten und Ebenen eines vollständigen Vier- 
kants, auf dessen Ebenen auch die Kanten des Tetraeders D^ Dg 
D3 D4 liegen. 

In einer Ebene A' bilden vier p' die Seiten eines vollstän- 
digen Vierseits; die Ecken dieser Figur sind zwei Doppelpunkte 
und zwei Punkte A, die Nebenecken zwei der vier Punkte Piti. 
Jede Gerade p' liegt mit einer s in einer Ebene und in den Ebenen 
des Vierkants S liegen je zwei p'. Da nun ein Punkt A der 
Schnittpunkt von vier p' ist, so müssen die drei A auf den Diagonal- 
kanten des Vierkants S und die Seiten von l\ auf den Diagonal- 
ebenen liegen. 

Die vier Punkte Pjki bilden die Ecken eines Tetraeders, dessen 
Kanten gerade so in den Ebenen des Sechsfilachs der /\' liegen, 
wie die von D, Dg D3 D4. Auch die Ebenen p's, also die ^ti 
gehen in derselben Weise durch die Ecken und Kanten beider 
Tetraeder und zu beiden steht /\ in gleicher Beziehung.^) 

Man kann das Gesagte kurz dahin zusammenfassen: Die Geraden 
einer kubischen Fläche mit vier Doppelpunkten bestimmen die voll- 
ständige Figur eines Tetraeders, dessen Gegenkanten von den 
Seiten eines Dreiecks geschnitten werden. 

Eckardt hat analytisch die beiden Sätze bewiesen : 

„Die vier Tangentialkegel in den Doppelpunkten umhüllen 
sämtlich eine Fläche zweiten Gerades, welche die Kanten des 
Tetraeders berührt.** ^) 



^) fcie sind perspekiiv und zwar ist S das Perspektionscentruni; man 
kann auch die drei A als Perspektiunscentrn ansehen. 

-) F. E. Eckardt, Beiträge zur analytischen Geometrie des Uauuios, 
insbesondere zur Theorie der Flächen 8. Grades mit vier Doppelpunkten 
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„Die Durchschuittslinie dieser Fläche mit der Fläche dritten 
Grades zerßlllt in drei Kegelschnitte.** ^) Ihre Ebenen gehen durch 
die drei einfachen Geraden von F^. ^) 

Wir wollen diese Sätze synthetisch beweisen und aus dem 
Beweise noch eine Folgerung ziehen. 

Zu den drei Kegeln k^^, kg^ und l^g^ läßt sich eine Fläche 
F2 zweiter Ordnung finden, welche alle drei Kegel und folglich 
auch alle sechs Kanten des Tetraeders berührt; der vierte Kegel 
k^^ ist ebenfalls Tangentialkegel von F^ denn die vier Kegel haben 
immer zu zweien eine gemeinschaftliche Tangentialebene. 

Die vier Tangentialkegel berühren F^ in vier Kegelschnitten 

^i^ h^ h^ "ßd h^f ^^^ ^^ ^60 Ebenen Ai, Xg» ^3» '^i liegen. Die 
sechs Berührungspunkte von F^ mit den Kanten des Tetraeders 
sind dieselben, in denen diese von den Kegelschnitten d\^ ge- 
schnitten werden, also die Punkte A^^, denn zwei Kegel schneiden 
sich in einem Kegelschnitt und berühren sich in einem seiner 
Punkte, nämlich in dem Schnittpunkte dieses Kegelschnittes mit 
der Verbindungslinie ihrer Spitzen, und da diese auch F^ berührt, 
so muß der Berührungspunkt von F^ mit der Kante mit A^^ zu- 
sammenfallen. In jeder Ebene Ä liegen drei Punkte A'^ und durch 
jeden Punkt A^^ gehen zwei Ebenen X: die Ebene k^ schneidet 
die D^ gegenüberliegende Ebene D2 D3 D4 in einer Geraden q 
und die Seiten von Dg Dg D4 in drei Punkten Q. 

Der Kegelschnitt /j^ ^yird in den drei Punkten A^^, die er 
enthält, von drei Tangenten berührt, die in drei verschiedenen 
Ebenen ^ liegen; jede dieser drei Taugenten schneidet eine andere 
einfache Gerade der kubischen Fläche F^; die drei Schnittpunkte 
liegen in einer Geraden, der Schnittlinie 1 von /\ und A^ ; außer- 
dem wird /\ sowohl wie X^ von den durch D| gehenden Flächen 
des Tetraeders in zwei einem Kegelschnitte ein beschriebenen Drei- 
ecken geschnitten, deren Tangenten in den Ecken die gegenüber- 
liegenden Seiten in drei Punkten einer Pascallinie schneiden. Die 
Pascallinie von X^^ und die von /\ sind offenbar identisch, denn 
die Figuren in /\ und X^ kann man auch als Schnitte eines dem 
Kegel kl 2 einbeschrieben Dreikants mit den Tangentialebenen (/\') 
in den Kanten ansehen; die drei Ebenen /\' schneiden die Gegen- 
ebenen des Trieders D^ in drei in einer Ebene n liegenden Strahlen 



und der Steinerschen Fläclien sowie zur Lehre von den Raumkurven. 
Math. Ann. V \bT2 S. 32 -'6ö. — ') a. a. O. 
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ti uüd jede Tangente von /j ^ schneidet eine Gerade t. Außerdem 
triflft jede Gerade t eine Seite des Dreiecks D^ Dg D4. Für den 
Kegelschnitt /g^ erhalten wir eine entsprechende Figur wie für 
A] ^ ; die Ebenen A^ und A2 tre£Pen sich in dem auf D^ Dg liegenden 
Punkte A^^, den auch die Kegelschnitte A,'-* und Ag^ gemeinsam 
haben. Die Fläche F^ berührt in A^^ sowohl k^^ wie kg^ und ^'; 
die beiden Kegelschnitte A^^und L^^ haben daher in diesem Punkte 
dieselbe Tangente, die in der Ebene ^' liegt; die Ebenen A^ und 
Ag schneiden sich in ihr; diese Tangente schneidet auch eine der 
drei t^ ; sie triflft aber auch diejenige von D2 ausgehende Gerade 
tj, welche dieselbe Kante (nämlich Dg D4) schneidet; daraus folgt 
da& die Tangente die Kante D3 D4 schneidet und zwar in dem 
Punkte, in welchem sie die Pascalebenen der Trieder D^ und Dg 
trifft. Durch diesen Punkt geht auch eine Seite von /\; wir 
finden somit, daß die Geraden p und q und ebenso die Punkte 
Q und A'" identisch sind. Die Ebenen A^, Ag, A3, A4 schneiden 
also die den Punkten D^, Dg, D3, D4 gegenüberliegenden Seiten 
des Tetraeders in denselben Geraden, wie die Ebene A. 

Die Ebene A^ schneidet das Trieder D| in den Seiten h^ 
eines Dreiecks, dessen Ecken drei Punkte A^^ sind; die Seiten 
dieses Dreiecks schneiden die von Dg Dg D4 in drei Punkten Q, 
die aber mit den in ihnen liegenden drei A'" identisch sind. Die 
Ebene Ag schneidet das Trieder Dg in einem Dreieck (hg) mit den- 
selben Eigenschaften; dem Punkte Dg liegt das Dreieck Dj Dg D4 
gegenüber, das die Seite Dg D4 mit dem andern gemein hat. In 
dem Dg D4 liegenden Punkte A'" schneiden sich zwei Seiten der 
Dreiecke in A^ und ^g, h^ und hg, die je zwei Punkte A^^ ent- 
halten und zwar die vier nicht in D^ Dg und D3 D4 liegenden 
Punkte A^^. Von den sechs Punkten A^^ liegen vier, die zwei 
Paar Gegenkanten des Tetraeders D^ Dg D3 D4 angehören, in einer 
Ebene C; es gibt drei Ebenen C* Die Geraden h^ und hg schneiden 
sich mit einer Seite von .\ in demselben Punkte von Dg D4 ; die 
Seite von A schneidet aber auch die Gegenkante Di Dg in einem 
Punkte A'", durch den zwei andere Gerade mit denselben Eigen- 
schaften wie hl und hg gehen, hg und 114; sie bilden die beiden 
andern Seiten des Vierecks der vier Punkte A^^ in C; wir schließen 
daraus, daß die Ebene C diejenige Seite von A enthält, welche 
die beiden die vier Punkte A^^ von C "icht enthaltenden Gegen- 
kanten des Tetraeders trifft. 
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Die Ebene C hat mit F^ und F^ zwei Kegelschnitte gemein- 
sam, denen dieselben vier Punkte A^^ und auch die Tangenten 
in diesen Punkten angehören, denn C schneidet vier Ebenen A', 
die F^ und F^ in den Punkten A^^ berühren; die beiden Kegel- 
schnitte sind also identisch; und da es drei Ebenen f gibt, so 
haben wir den Satz: Die Fläche zweiter Ordnung, welche die vier 
Berührungskegel in den Doppelpunkten von F*^ zu Tangentialkegeln 
hat, schneidet F^ in drei Kegelschnitten. 

Wir haben oben gesehen, daß sich die sechs Ebenen ^i^, in 
denen die je zwei Kegeln gemeinsamen Kegelschnitte liegen, in 
den vier Kanten des Vierkants S und in dessen drei Diagonal- 
kanten schneiden; jede der drei letztern verbindet zwei in zwei 
gegenüberliegenden Tetraederkanten liegende Punkte A^^, denn 
^ik enthält eine Kante und trifft die Gegenkante in A^^^ Daraus 
folgt aber, daß die drei Ebenen C niit den Diagonalebenen des 
Vierkants S identisch sind, weil ja jede Diagonalebene zwei Kanten, 
also auch vier Punkte A^^ enthält. Hieraus erhält man, beiläufig 
bemerkt, einen zw^eiten Beweis des letzten Satzes. Wir können 
nun den Inhalt dieses Paragraphen zum Teil in die Worte zu- 
sammenfassen : 

Die kubische Fläche mit vier Doppelpunkten wird in diesen 
von vier Kegeln berührt; es gibt eine Fläche zweiter Ordnung, 
die diese Kegel zu Tangentialkegeln hat und deren Schnittlinie 
mit der kubischen Fläche in drei Kegelschnitte zerfällt; die vier 
Kegel schneiden sich in sechs Kegelschnitten; die neun Ebenen 
dieser drei und sechs Kegelschnitte gehen alle durch denselben 
Punkt und bilden die Diagonal- und Seitenebenen eines vollständigen 
Vierkants. 

§. 6. 

Regelflächen und ausgeartete Flächen dritter Ordnung. 

Imaginäre Elemente. 

Bisher haben wir nur Fälle von geometrischen Verwandt- 
schaften zweiten Grades untersucht, in denen die Bündel kein 
Hauptelement gemein hatten ; setzen wir reelle Haupttrieder voraus, 
so haben wir für den Fall, daß die Bündel Hauptelemente ent- 
sprechend gemein haben, vier Möglichkeiten: D und D^ liegen 
auf einer Geraden, die in beiden Bündeln Hauptstrahl ist, ohne 
da& sie eine Hauptebene gemein haben, oder sie haben diesen 
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Strahl und eine oder zwei Hauplebenen oder endlich sie haben 
eine Hauptebene, aber keinen Hauptstrahl entsprechend gemein. 

Wenn D und Dj den Hauptstrahl V bezw. 1 entsprechend 
gemein haben, so zerfällt zunächst der dem Ebenenbüschel D D, 
von D entsprechende Kegel k^^ in zwei Ebenen, die Hauptebenen 
12 und 13 von D^. Dem von D und Dj erzeugten Orte gehören 
jedenfalls die Geraden 1, 2, 3 sowie die Schnittlinie 23 der Ebenen 
23 und 2' 3' an. 

Einem Ebenenbüschel erster Ordnung von D, dessen Achse 
a in der Hauptebene 2' 3' liegt, entspricht in D^ ein in die Ebene 
23 und eine durch 1 gehende Ebene x^ ausgearteter Kegel; die 
Strahlen von x^ sind zu den Ebenen von a projektiv, und weil der 
Strahl 1 von ;^i in der ihm entsprechenden Ebene von a liegt, so 
schneidet a den Strahlenbüschel x^ in einem zu ihm Perspektiven 
Büschel; a und Xi erzeugen also die Gerade 1 und eine zweite, 
ebenfalls dem Orte angehörige Gerade, die 1 im allgemeinen nicht 
in D oder D^ trifft; diese Gerade schneidet auch 23, denn 2' 3' 
gehört a an und wird von der Schnittlinie von x^ und der Ebene 
23 in einem Punkte der Geraden 23 getroffen. 

Eine beliebige Ebene von D^ erzeugt mit dem ihr in D zu- 
geordneten Kegel zweiter Klasse eine ebene Kurve dritter Ordnung. 

Der Ort der Punkte, in denen die Strahlen von D^ die ihnen 
homologen Ebenen von D treffen, ist eine Regelfiläche F'^ dritter 
Ordnung, deren Leitlinien 1 und 23 sind, und zwar ist 1 die 
Doppelpunktslinie. 

Einem beliebigen Ebenenbüschel erster Ordnung von D mit 
der Achse a entspricht ein die Hauptstrahlen D^ enthaltender Kegel 
zweiter Ordnung, dessen Strahlen zu den Ebenen von a projektiv 
sind. Da nun die Ebene a D D^ auch dem Büschel 1' angehört, 
so entspricht ihr die Gerade 1 (D D^), die sie enthält; a und der 
Kegel erzeugen also eine in die Gerade 1 und einen Kegelschnitt 
zerfallende Raumkurve dritter Ordnung. Die gegenseitige Lage 
des Kegelschnittes und der Geraden 23 ist für die Art der Fläche 
wesentlich (vergl. Reye I S. 248-250). 

Im Falle eines reellen Haupttrieders kann der Kegelschnitt 
die Leitlinie 23 einschließen; werden dagegen die Hauptstrahlen 
imaginär (sie können imaginär werden, wenn die beiden Punkt- 
reihen in 23 projektiv gleichläufig sind), so schneidet der Kegel 
die Gerade 23 in zwei imaginären Punkten, der Kegelschnitt schlie&t 
folglich 23 aus. Der Punkt Dj ist einer der isolierten Punkte 
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von 1. Vereinigen sich 2 und 3, so berühren alle Kegel von Dj_, 
die einem Ebenenbüschel von D zugeordnet sind, sich und die Ebene 
23 längs 2 (3) und die Kegelschnitte, die sie mit den Büscheln 
erzeugen, gehen alle durch den Schnittpunkt von 2 mit 23. Wir 
erhalten auf diese Weise die drei Arten von Regelflächen dritter 
Ordnung und erkennen zugleich, daß die dritte die Übergangs- 
fläche zwischen den beiden andern ist. 

Fallen die Hauptstrahlen T und 1 sowie die Ebenen T 2' 
und 12 von D und D^ zusammen, so haben wir wieder eine Kegel- 
fläche; wie eben liegt auch jetzt in jeder Ebene von D D^ ein 
Strahl, der 1 und 23 ^schneidet. Einer beliebigen Ebene a^ von 
Dl entspricht wieder ein Kegel zweiter Klasse von Dj der 12 be- 
rührt und Qj in einem Strahlenbüschel zweiter Ordnung schneidet, 
der die Schnittlinie von a^ und 1 mit dem Strahlenbüschel a^ ent- 
sprechend gemein hat. a^ schneidet die von D und D^ erzeugte 
Fläche in einer Geraden und einem Kegelschnitt. Die Kegelfläche 
dritter Ordnung zerfällt in die Ebene 12 und ein einfaches Hyper- 
boloid, das 12 in 1 und einer zweiten Geraden schneidet, die man 
dadurch finden kann, da& man sich 12 und 1' 2' durch Drehung 
um ihre Schnittlinie von der beliebigen in die gemeinsame Lage 
übergegangen denkt; sie geht durch den Schnittpunkt von 2 und 2'. 

Haben D und Dj zwei Hauptebenen entsprechend gemein, 
so artet die von einer Ebene a^ von D^ und dem ihr zugeord- 
neten Kegel zweiter Klasse erzeugte ebene Kurve dritter Ordnung 
aus in die Schnittlinie von a^ mit den Hauptebenen von D^ (12 
und 13) und in die von a^ und 2' 3' von D. Einem Ebenen- 
büschel a von D entspricht ein Kegel zweiter Ordnung von D^, 
der die drei Hauptstrahlen enthält und 2' 3' in einem durch die 
Spuren von 1, 2 und 3 gehenden Kegelschnitt trifft; der Büschel 
a begegnet 2' 3' in einem zu dem Kegelschnitt Perspektiven 
Strahlenbüschel. Die kubische Fläche zerfallt also in die beiden 
Hauptebenen 12 und 13 von D^ und 2' 3' von D. 

Wenn endlich D und D^ eine Hauptebene, aber keinen Haupt- 
strahl entsprechend gemein haben, so artet die kubische Fläche 
in eine Ebene und eine geradlinige Fläche zweiter Ordnung aus. 
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